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しては吸収境界条件の研究が盛んに行われており [8, 9, 10, 11, 12]，代表的なものとして















し，Hu らが線形，非線形の Euler，Navier-Stokes 方程式に対して研究した報告がある







































r (r  u) + u (2.1)
で表される [31]． は粘性係数であり，速度ベクトル u = (ux; uy; uz)t，密度 ，圧力 p














本研究では非圧縮性 (r  u = 0)を仮定した 2次元流体を考える．この場合，Navier-
4










となる．ただし，密度  を正の定数 0 とした．(2.4) 式の左辺はベクトル公式 r 











(r u) + u  r (r u) + (r  u) (r u)  f(r u)  rgu:
(2.5)
非圧縮性の仮定により，(2.5)式の右辺第 3項は落ちる．ここで渦度 ! を速度の回転の z





+ (u  r)u










となる．ただし，最後の変形には uz = 0とし，z 方向に一様な 2次元流れであることを

























+ f; !g : (2.7)
ただし，ff; gg  (@f=@y)(@g=@x)  (@f=@x)(@g=@y) は Poisson括弧と呼ばれ，物理量
を保存する項を明示するために用いられる演算子である．一方，(2.4)式の右辺について，




+ f; !g = ! (2.8)
が得られる．
また，渦度と流れ関数の間には．Poisson方程式:











が成り立つため，渦度 ! と流れ関数 の変数 2つに対し，渦度方程式 (2.8)，Poisson方







図 1: 簡約化流体方程式の数値計算で考える領域．x 2 [0; Lx]，y 2 [0; Ly]の矩形の領域で，x = 0
の辺から流入，x = Lx の辺から流出する．カルマン渦列の数値計算では，障害物はその中心
が y = Ly=2を通るように設置する．
2.1.2 境界条件
本研究では数値計算対象として渦の並進運動とカルマン渦列を扱うが，どちらも
x 2 [0; Lx]，y 2 [0; Ly]の矩形の計算領域とする．x軸に平行な流れが x = 0となる辺か
ら垂直に流入速度 U0  0で流入し，その対辺である x = Lx の辺から流出する状況を考
える (図 1参照)．このときの境界条件は，流入側境界からの流入速度が全域の並進速度と
して保たれるよう，渦度方程式 (2.8)と Poisson方程式 (2.9)の !; の両方に対して，流
出側以外の 3辺 (x = 0, y = 0, y = Ly)では Dirichlet条件，



















や，与えられた速度 (ここでは流入速度 U0 に等しいとする) で必ず渦が流出すると仮定す




































に対しては Dirichlet条件 (2.10)を与え，(2.13)式では も流入速度 U0 で流出すると仮
定している [17]．
カルマン渦列の数値計算を行う場合，計算領域内に障害物を設置する．その障害物表面
では流速が 0になると考え，流れ関数 の定義 u  r z^ より，粘着条件:
ux(t; x; y) =
@
@y




























図 2: シミュレーションにおける計算順序．初期化は ! のみを与え，は Poisson方程式から計算
する．各時間ステップにおける変数の更新は，支配方程式に時間微分のある変数 ! を時間積
分数値解法によって更新した後，更新された ! を使って Poisson方程式から を計算する．
の解法は以下のようになる:
1次精度 : n+1 ' n +t@
@t
n (2.15)











ただし，1次精度 (2.15)は陽的 Euler法に等しい．ここでは 2次精度 (2.16)を用いて計
算するが，第 1ステップでは n  1ステップ目の値を保持していないため，第 1ステップ
は陽的 Euler法 (2.15) で計算した．
一方，空間差分の離散化については，渦度方程式 (2.8)左辺第 2項の移流項には 2次，
4次精度の Arakawa法 [33]を，右辺の拡散項には 2次，4次精度の中心差分法を用いた．
それぞれ計算のために必要となるグリッドは図 3a のようになり，詳細を以下に記す．




!2 dx dy =2)やエネルギー (
RR juj2 dx dy =2)などを保存することができる．

































図 3: 移流項の Poisson括弧 ff; ggと拡散項 g の離散化に必要となるグリッド．四角い点枠が求
めるグリッド i; j の位置を表し，緑丸が f; g が必要となるグリッド，赤四角が g のみ必要と
なるグリッドである．(a)と (b)が 2次，4次精度の Arakawa法 (2.23)，(2.24) の場合で，
(c)と (d)が 2次，4次精度の中心差分法 (2.25)，(2.26) の場合に対応する．





  (fi+1;j   fi 1;j) (gi;j+1   gi;j 1)







  fi+1;j (gi+1;j+1   gi+1;j 1)
+ fi 1;j (gi 1;j+1   gi 1;j 1)
+ fi;j+1 (gi+1;j+1   gi 1;j+1)







  fi+1;j+1 (gi;j+1   gi+1;j)
+ fi 1;j 1 (gi 1;j   gi;j 1)
+ fi 1;j+1 (gi;j+1   gi 1;j)









  (fi+1;j+1   fi 1;j 1) (gi 1;j+1   gi+1;j 1)







  fi+2;j (gi+1;j+1   gi+1;j 1)
+ fi 2;j (gi 1;j+1   gi 1;j 1)
+ fi;j+2 (gi+1;j+1   gi 1;j+1)







  fi+1;j+1 (gi;j+2   gi+2;j)
+ fi 1;j 1 (gi 2;j   gi;j 2)
+ fi 1;j+1 (gi;j+2   gi 2;j)








ff; gg++i;j + ff; gg+i;j + ff; gg+i;j

; (2.23)









ff; ggi;j + ff; gg+
2























' fi+1;j   2fi;j + fi 1;j
x2
+






'  fi+2;j + 16fi+1;j   30fi;j + 16fi 1;j   fi 2;j
12x2
+
 fi;j+1 + 16fi;j+1   30fi;j + 16fi;j 1   fi;j 2
12y2
: (2.26)
を用いた (図 3c, d参照)．
10
2.2.2 Poisson方程式
Poisson方程式 (2.9)では，既知の ! を使って未知の を求める．このとき，を 2
次の中心差分法 (2.25)で離散化すると，離散化された Poisson方程式は連立 1次方程式:










































 1  1 4  1  1
 1  1 4  1  1













となる．ただし，簡単化のために x = y = hとしており，Aの空白部分には 0 が入
り，2次精度 (2.25)の場合に帯幅を 2(Nx + 1) + 1 (Ny < Nx ならば帯幅 2(Ny + 1) + 1)
とする帯行列となるが，実際に行う数値計算では，後に記す境界条件の離散化式も考慮す
るため，行列 Aはより複雑な構造を持つ．Aは帯行列の形をしているので，行列計算用ラ
イブラリ LAPACK[34]の帯行列用サブルーチン\dgbtrf" により LU分解を，\dgbtrs"
により前進消去と後退代入を行った．




  20i;j + 4 (i+1;j + i 1;j + i;j+1 + i;j 1)

















は 2次精度 (2.25)と 4次精度 (2.28)式の場合で 2(Nx + 1) + 1 から 2(Nx + 2) + 1 に変
化するため，注意されたい (実際には後述する境界条件によってさらに変動する)．
2.2.3 境界条件の離散化
図 1の矩形領域における計算領域外縁部，つまり x軸に垂直な x = 0，Lx となる 2辺










図 4: Poisson 方程式 (2.9) を空間方向 4 次精度で解くために必要となるグリッドの位置関係．赤
四角は ! のみ，青三角は  のみ，緑丸は両方を必要とするグリッドであることを表す．(a)
は 2次精度の解法，(b)は 4次精度の解法に対応する．
ける境界条件の実装方法についてまとめる．以下では簡単のため，計算領域外縁部の説明
ではグリッド番号 i = Nx (y 軸に平行な x = Lx となる境界) に実装した例を述べ，障害
物外縁部の説明では障害物左辺に対応するグリッド番号 i = Cx に実装した例を述べる．
2次，4次精度どちらでも境界条件は同一だが，精度に応じた離散化式を用いる．また，
4次精度では渦度方程式 (2.8)の計算に 2つ隣のグリッドまで必要となる (図 3b，d参照)
ため，境界の 1つ手前のグリッドでは移流項と拡散項をそれぞれ，
ff; ggNx 1;j '
 fNx 1;j+2 + 8fNx 1;j+1   8fNx 1;j 1 + fNx 1;j 2
12y
3gNx;j + 10gNx 1;j   18gNx 2;j + 6gNx 3;j 2   gNx 4;j 2
12x
  3fNx;j + 10fNx 1;j   18fNx 2;j + 6fNx 3;j 2   fNx 4;j 2
12x






' 10fNx;j   15fNx 1;j   4fNx 2;j + 14fNx 3;j   6fNx 4;j + fNx 5;j
12x2
+
























Nx-5 Nx-4 Nx-3 Nx-2 Nx-1 NxNx-5 Nx-4 Nx-3 Nx-2
(a) (b)
図 5: 渦度方程式 (2.8) を有限差分法で空間方向 4次精度で解く際に，境界の 1 つ手前のグリッド
(i = Nx   1)の計算に必要となるグリッドの位置関係．解法を変更せずに計算すると 2つ隣
のグリッドまで参照するため (図 3b参照)，移流項は (a)，拡散項は (b)のように境界垂直方
向に参照するグリッドをずらして計算する．







' 0 ) Nx+1;j = Nx 1;j ; (2.32)
4次精度 :




 10Nx;j + 18Nx 1;j   6Nx 2;j + Nx 3;j
3
(2.33)
により，Nx + 1番目のグリッド点となる位置 (x = Lx +x) にゴーストグリッドを作り
計算する．4次精度での境界上の渦度方程式 (2.8)の計算では，移流項の Poisson括弧は




表 1: Neumann 境界条件の 2 種類の計算方法のまとめ．(a) がゴーストグリッドを参照する場合
で，(b)が参照しない場合である．各セルの上段の図は Poisson方程式 (2.9)を使って点四角
に囲まれたグリッドにおける i;j を更新するために必要な変数を示し，下段の図は渦度方程
式 (2.8)を使って点四角に囲まれた !i;j を更新するために必要な変数を示している．青三角




i = Nx   1 i = Nx i = Nx + 1
手法 精度 (境界の 1つ隣) (境界) (ゴーストグリッド)
ゴーストグリッドを参照しない． ゴーストグリッドを参照する．
(a) 2次 は変更なし (2.27)， は変更なし (2.27)， 補外で計算．












































4次 は変更なし (2.28)， は変更なし (2.28)， 補外で計算．










































































































3Nx;j   4Nx 1;j + Nx 2;j
2x



































粘着条件 (2.14) の 2本の式の一方のみを使って境界上の を定め，粘着条件 (2.14)の残
りの式を考慮した Poisson方程式 (2.9)について，更新された を使うことで境界上の !
を陽的に計算した [30]．
まずは 2 次精度の場合について記述する．境界と平行方向の勾配に関する粘着条件
(2.14) により， は障害物外縁の境界上全体で等しい値を持つことがわかる．(2.10) 式
により，(x; y) = (0; Ly=2)で  = 0が成り立つことから，障害物の上下で流量が同じで
あると仮定し，境界上 (i = Cx)での の値を 0とした．障害物境界上 (i = Cx)での !
は，を求める際に使われなかった境界垂直方向の勾配に関する粘着条件 (2.14)を使い，
Neumann 条件 (2.32) と同様に  のゴーストグリッド (i = Cx + 1) を定義し，Poisson
方程式 (2.9)から陽的に求めた (表 2の 2次精度参照)．
4次精度の場合，境界上 (i = Cx)だけでなく 1つ流体側のグリッド (i = Cx   1)でも
!の計算をせずに，先に を解くことにした．そのため，計算領域全体で を求める際に
障害物境界上 (i = Cx)とその 1つ流体側 (i = Cx   1)までの ! が求まっていない．そ
15
表 2: 粘着境界条件 (2.14)を課した障害物周辺での計算方法のまとめ．太線で描かれた障害物境界
(Cx)の左側に流体がある場合の例．各図は点四角に囲まれたグリッドにおける i;j，!i;j を




i = Cx   2 i = Cx   1 i = Cx i = Cx + 1
精度 (境界の 2つ流体側) (境界の 1つ流体側) (障害物境界) (ゴーストグリッド)
2 2 　 2 2
Poisson方程式 (2.9)を Poisson方程式 (2.9)を 境界平行方向の 境界垂直方向の
変更なし (2.27)． 変更なし (2.27)． 粘着条件 (2.14)から 粘着条件 (2.14)から




















1 1 　 3 　
　　 渦度方程式 (2.8)を 渦度方程式 (2.8)を Poisson方程式 (2.9)を





















2 2 　 2
Poisson方程式 (2.9)で 境界垂直方向の 境界平行方向の
(2.28)の! を 粘着条件 (2.14)から 粘着条件 (2.14)から















1 3 　 3 　
　　 渦度方程式 (2.8)を Poisson方程式 (2.9)を Poisson方程式 (2.9)を





















こで，境界上 (i = Cx)での の値は 2次精度と同様に 0とし，1つ流体側 (i = Cx   1)
の は境界上 (i = Cx)における境界垂直方向の勾配に関する境界条件から




25Cx;j + 36Cx 2;j   16Cx 3;j + 3Cx 4;j
48
(2.38)









図 6: PML に基づく仮想吸収層を実装した場合の計算領域の概略図．色付けされた部分が吸収層
に対応する．





' 2!i   5!i 1 + 4!i 2   !i 3
x2
(2.39)













' 45i   154i 1 + 216i 2   156i 3 + 61i 4   10i 5
12x2
(2.41)
を用いて離散化した Poisson方程式 (2.9)から陽的に求めた (表 2の 4次精度参照)．
2.3 Perfectly Matched Layer に基づく吸収層の導入











+ f; !g+ n(x)! = !: (2.42)
この式は n(x) = 0となるとき，減衰項を含まない渦度方程式 (2.8)と等しくなる．
この系では更新された ! を用いて  を更新する (図 2 参照)．よって，減衰項を加え
た渦度方程式 (2.42) によって更新された ! から求められた  は，減衰項の影響を陰に
含むと言える．故に本論文では渦度方程式 (2.8)にのみ減衰項を追加し，Poisson方程式
(2.9)は変更しないこととした．また，本論文において吸収層を用いる際の流出側境界条











(n = 0; 1; 2;    ) : (2.43)
ただし， は仮想吸収層の厚さ，nは n (x)のベキの次数，max は最大吸収係数であり，
仮想吸収層の開始位置は Lp = Lx    で表される (図 6参照)．
(2.43)式では，n(x)の n次導関数が仮想吸収層の開始位置 x = Lp で不連続になる．
波動方程式における PMLの理論 [18]では，仮想吸収層に出入りする際の媒質変化によっ























(Lp < x < Lx)











(jxj < 1) (2.45)
を参考に，単調増加する関数を選んだ．(2.44)式中段の関数は定義域両端で片側微分可能




仮想吸収層のパラメータ ，n，max による渦の吸収性能を見積もるために，残留率 R
を導入する．波動方程式において PMLを実装した場合，波が PML内に入り吸収されな
がら計算領域外縁部に到達する．その後，外縁部で生じた反射波が内部領域に帰ってく
る．文献 [18]では波が PMLに入る直前と，外縁部で反射し PMLから出てきた後との振
幅の比率を解析的に求めることで吸収性能を見積もっていた．しかし，本研究で扱う非線
形な渦度方程式では解析的に減衰と反射を求めることが困難である．そこで，非粘性の渦
度方程式において移流速度を一定とした 1次元移流方程式から，片道分の残留率 R を求
め代替する．片道分としている理由は，移流方程式は波動方程式と異なり理論的に 1方向
の波の移流しか存在し得ないためであり，Rは渦が吸収層に入ってから外縁部に当たるま
でに吸収されずに残る振幅の比率を表す (文献 [18]における Rは Reection factorに由





+ n(x)u =  c@u
@x
(2.46)
について考える．振幅 A，波数 k，虚数単位 i を用いて初期値 A exp (ikx) を与えると，
(2.46)式の厳密解は次のようになる:





















































図 7: n = 0，1，2，1における減衰係数 n(x)の関数形．これらの関数は全て同じ積分値を持つ
ため，同じ残留率となる．
2.4 数値実験
2.1, 2.3 節で記述した手法を用いて 2つの運動について数値シミュレーションを行い，
その結果を記す．






渦度方程式 (2.8)と Poisson方程式 (2.9)には次のような非粘性 ( = 0)の厳密解が存
在する [24, 36]:

























(x  U0t)2 + y2 であり，Umax は渦の中心から半径 r = b における最大
流速の絶対値を表す．U0 は渦の並進速度であり，左側境界からの x軸に平行な流入速度





計算領域は x 2 [0; 10]，y 2 [0; 10] とし，渦の中心の初期位置が (5; 5)，回転速度
Umax = 2b = 1:0，並進速度 U0 = 0:05または 1:0，粘性係数  = 1:0 10 4，時間刻み
幅および空間刻み幅を t = 1:0  10 3; h = 0:1 としてシミュレーションを行った．理
論上，渦の中心は U0 = 0:05の場合 t = 100で，U0 = 1の場合 t = 5で境界に到達する．




= 2:0 10 2 < 1; 拡散項 : 2t
h2
= 1:0 10 5 < 1; (2.52)
減衰項 : maxt = max  10 3 < 1
であり，max < 1:0 103 を満たせばt = 1:0 10 3 は十分に小さいと言える．
■各境界条件の比較 最初に，各境界条件での影響を確認するため，渦の回転速度
Umax = 1:0 に対して遅い並進速度 U0 = 0:05 としてシミュレーションを行った．この
場合，流出側境界に渦が触れる時間が増えるだけでなく，渦の回転により流速の逆転
(ux < 0)が起こり，右端の流出側境界に渦が辿り着いた際に一部で流入が発生する．
流出側に 2 種類の Neumann 境界条件 (2.32)，(2.34) (4 次精度では (2.33)，(2.35))，
Dirichlet 境界条件 (2.10)，2 種類の Sommerfeld 放射条件 (2.12)，(2.13)，ゴーストグ
リッドを用いた Neumann条件 (2.32) の内側に仮想吸収層を実装した 6種類で境界付近
での渦の挙動を比較した．吸収層は幅  = 2:0，ベキ n = 2，残留率 R = 0:67% となる
ものを使い，空間差分が 2次，4次精度での ! のプロットをそれぞれ図 8，9 に示す．以
後，簡略化のため吸収層 (; n;R) と表記する．今回のものは吸収層 (2:0; 2; 0:67%) と表
される．
まずは 2 次精度での結果 (図 8) について述べる．最も早く非物理的な影響が現れたの
は，仮想吸収層を実装した結果 (図 8f)であった．渦の主要部が吸収層に入った直後に渦
の進路が y 軸負の方向に曲がったが，これは吸収層に進入した部分から吸収され，図 10
のように渦の回転が不均一になったためだと考えられる．
渦の一部が境界に到達する t = 80では，ほぼ全ての境界条件で数値的な影響が現れた．
Neumann境界条件 (図 8a，b)では y 軸負の方向に，Dirichlet境界条件 (図 8c)と に
Dirichlet境界条件を課した Sommerfeld放射条件 (図 8d)では y 軸正の方向に曲がった．


















図 8: 2 次精度シミュレーションにおける，並進速度 U0 = 0:05 とした場合の境界付近における
渦の振る舞い．図はそれぞれ (x; y) 平面における渦度 ! のカラーマップで，左の図から右
の図へ時間発展している．理論上，渦の中心は t = 60 で仮想吸収層に到達し，t = 100 で
境界に到達する．(a) はゴーストグリッドを用いた Neumann 境界条件 (2.32)，(b) はゴー
ストグリッドを用いない Neumann境界条件 (2.32)，(c)は Dirichlet境界条件 (2.10)，(d)
は に定数を与えた Sommerfeld放射条件 (2.12)，(e)は文献 [17]の Sommerfeld放射条件



















図 9: 4 次精度シミュレーションにおける，並進速度 U0 = 0:05 とした場合の境界付近における
渦の振る舞い．図はそれぞれ (x; y) 平面における渦度 ! のカラーマップで，左の図から右
の図へ時間発展している．理論上，渦の中心は t = 60 で仮想吸収層に到達し，t = 100 で
境界に到達する．(a) はゴーストグリッドを用いた Neumann 境界条件 (2.33)，(b) はゴー
ストグリッドを用いない Neumann境界条件 (2.33)，(c)は Dirichlet境界条件 (2.10)，(d)
は に定数を与えた Sommerfeld放射条件 (2.12)，(e)は文献 [17]の Sommerfeld放射条件
(2.13)，(f)は (a)に仮想吸収層 (厚さ  = 2)を設けた結果である．
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がっていると考えられる．図 8dの Sommerfeld放射条件の場合，境界上での の扱いが
Dirichlet条件と同一なので，同様の原因と判断できる．
t = 120，つまり理論上渦の中心が境界に到達してから少し後の時刻において，Neumann
境界条件 (図 8a，b)，Dirichlet境界条件 (図 8c)，Sommerfeld放射条件 (図 8d，e)では
数値的な現象が目立って確認された．Neumann境界条件同士を比較すると，ゴーストグ
リッドを使う実装方法 (図 8a) では反射による渦が計算領域に多く残っていることが確
認できるが，破綻せずに計算を行うことができた．それに対して，ゴーストグリッドを
使わない方法 (図 8b)では計算が破綻した．Dirichlet境界条件 (図 8c)と に Dirichlet
境界条件を課した Sommerfeld 放射条件 (図 8d) では，渦度のピーク値を保ったまま計
算領域外縁部の境界に沿って反時計周りに移動する様子が観測された．Sommerfeld放射
条件 (2.13)を課した結果 (図 8e)も境界に沿って反時計周りに移動する結果となったが，




4次精度で計算を行った結果 (図 9)では，吸収層を設けたもの (図 9f)を除く全ての場
合において，渦が境界に到達すると計算が破綻した．吸収層を設けたものは 2次精度での
計算 (図 8f) と大きな差は見られなかった．，! の両方に Sommerfeld 放射条件 (2.13)




■仮想吸収層の性能評価 次に，並進速度 U0 と渦の回転速度 Umax を等しく (U0 =
Umax = 1:0) 設定し，2 次，4 次それぞれの精度で流出側の境界に 2 種類の Neumann
境界条件 (2.32)，(2.34) (4 次精度では (2.33)，(2.35))，2 種類の Sommerfeld 放射条件
(2.12)，(2.13)，ゴーストグリッドを用いた Neumann条件 (2.32) の内側に仮想吸収層を
実装した結果を図 12 と表 3 に示す．









射が小さくなった．これは境界の 1つ内側のグリッド (i = Nx   1)での差分解法を，中
心差分法から風上方向への差分法に変更していることが原因と考えられる．
一方，仮想吸収層を実装することによって，n = 0 と R = 18:8% (反射や残留を意図
的に大きくしたもの) を除いて反射が低く抑えられていることが分かる．仮想吸収層のパ
ラメータ毎の比較では，I では層の幅  と残留率 Rを固定し，関数形 nで比較している．
空間差分が 2次精度の場合は 2 が，4次精度の場合は 4 が吸収性能のピークとなった．




































図 12: 並進速度 U0 = 1:0とした場合の境界条件ごとの渦の反射の様子．図はそれぞれ (x; y)平面
における渦度 ! のカラーマップで，左の図から右の図へ時間発展している．理論上，渦の
中心は t = 3で仮想吸収層に到達し，t = 5で境界に到達する．(a)，(b)，(c)，(d)はそれ
ぞれ 2 次，4 次精度の 2 種類の Neumann 境界条件 (2.32)，(2.34) (4 次精度では (2.33)，
(2.35))，(e) は 2 次精度の Sommerfeld 放射条件 (2.12)，(f)，(g) は 2 次精度の仮想吸収
層 (厚さ  = 2，減衰係数の次数 nが定数と 2次関数の場合) での結果である．
26
表 3: それぞれの境界条件によって生じる人工的な反射率のまとめ．理論上，渦の主要部が計算領
域から流出する t = 7 における渦度の最大値を反射量としている．I は吸収層の厚さ  と残
留率 Rを固定して減衰係数の次数 nで比較した結果で，II，III はそれぞれ残留率 Rと厚さ
 を比較した結果である．
ラベル 境界条件 2次精度 4次精度 4次精度
PML(; n;R) (h = 0:1) (h = 0:1) (h = 0:05)
Neumann (ゴーストあり) 98.8% 11.4% 9.51%
Neumann (ゴーストなし) 5.62% 0.84% 0.38%
Sommerfeld (は Dirichlet) 4.31% 0.61% 0.26%
Sommerfeld (，! 共に) 2.75% 0.46% 0.28%
I 吸収層 (2:0; 0; 0:67%) 11.0% 8.28% 2.63%
吸収層 (2:0; 1; 0:67%) 0.605% 0.488% 0.080%
吸収層 (2:0; 2; 0:67%) 0.122% 0.066% 0.009%
吸収層 (2:0; 4; 0:67%) 0.310% 0.024% 0.005%
吸収層 (2:0; 8; 0:67%) 0.751% 0.068% 0.015%
吸収層 (2:0; 1; 0:67%) 0.227% 0.177% 0.013%
II 吸収層 (2:0; 2; 18:8%) 3.38% 0.978% 0.606%
吸収層
 
2:0; 2; 3:3 10 13% 0.387% 0.272% 0.022%
III 吸収層 (1:0; 2; 0:67%) 0.670% 0.392% 0.038%
吸収層 (4:0; 2; 0:67%) 0.020% 0.022% 0.004%
で残留量が減少した (十分に渦を吸収できない II の R = 18:8% を除く)．これは線形波
動方程式のシミュレーションにおける PMLで確認された，PMLの実装によって生じる
数値的な反射の振幅が hに依存することに対応すると考えられる [19]．次数 nによって
減少率が変化するのは，離散化された n(xi)のグリッド間における差が変化するためで，
その差が小さいほど吸収性能が向上すると考えられる．8 と 1 を比較すると，h = 0:1
のときは 8 の方が反射を抑えられたが，h = 0:05では 1 の性能が上回った．
II では ; nを固定して Rを変化させた．R = 0:67%よりも R = 3:3 10 13%の方が
吸収性能が悪い結果となり，R にも最適値が存在することが分かった．これも I と同様
にグリッド間での吸収係数 n(xi)の値の差が原因だと考えられ，h = 0:1; 0:05の比較で
は，Rが小さいほど吸収性能の向上幅が大きくなった．




























し，その風下にある観測点で流れ関数 の定点観測を行う．(b)は空間 2次精度，U0 = 0，
Lx = 30とした場合の渦度 ! のカラーマップ．





どのように機能するかを調べた．(x; y) = (5; 5) を中心とする 1 辺の長さ D = 1 の正方
形の障害物が置かれた 0  x  Lx, 0  y  10 の領域を考え，左側境界から流入速度
U0 = 1:0 を与える (図 13a参照)．粘性係数は  = 0:01で，時間刻み幅および空間刻み幅
を t = 0:001; h = 0:1 とし，時刻 t = 180までシミュレーションを行った. ただし，こ









Lx = 20; 50; 100 の 3 種類とし，流出側の境界条件が与える影響を (x; y) = (15; 5) にお










図 14: 流出側にNeumann境界条件 (2.32)，(2.33)を使った場合のカルマン渦列のシミュレーショ
ンにおける (x; y) = (15; 5)での流れ関数 の時間発展の様子．(a)，(b)はそれぞれ 2次，
4次精度での結果である．流出側境界の位置を Lx = 20(緑線); 50(青線); 100(赤線)として
おり，赤線と青線は一致している．
るが，ゴーストグリッドを使わない場合 (2.34)，(2.35)でもほぼ同様の結果となる．領域
を広く取った Lx = 100 に比べ，空間差分の精度によらず Lx = 20 では (t; 15; 5) の振
幅が小さくなることが確認できる．このことから，カルマン渦列のシミュレーションでも
人工境界の影響が存在し，それは離散化精度の向上では解決できないということがわか




層は厳密解に基づくシミュレーションで良い吸収性能を示した吸収層 (2:0; 2; 0:67%) で
ある．この図を見ると，吸収層を実装することによって，2 次，4 次どちらの精度でも
Lx = 20における計算結果で の振幅が参照データに近づいており，境界からの影響を
軽減できていることが分かる．振動周期はわずかにずれているように見えるが，この周期
の変化に比べて振幅の改善は顕著である．本論文での計算手法において，Lx = 100では
Lx = 20の約 5倍の計算時間がかかり，減衰項の追加によって計算量はほとんど変わらな
いことも踏まえると，仮想吸収層は渦度方程式に対しても有効だと言えよう．
■直線上での観測 次に，障害物の中心を通る y = 5において，流れ関数 の時間につい
ての最大値を調べ，横軸に x，縦軸に の最大値を取った結果を図 16に示す．ただし，















図 15: カルマン渦列のシミュレーションにおける (x; y) = (15; 5)での流れ関数 の時間発展の様
子．(a)，(b)はそれぞれ 2次，4次精度での結果である．赤線，緑線は流出側に Neumann
境界条件 (2.32)，(2.33)を使った場合で，それぞれ Lx = 100とした参照データと Lx = 20
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図 16: カルマン渦列の成長が飽和した t  80 での直線 y = 5 上の (x; 0) の最大値のプロット．
(a)が 2次精度で (b)が 4次精度である．赤線，黒線が Neumann境界条件 (2.32)，(2.33)
で流出側境界までの距離を Lx = 100，20とした結果で，緑線は黒線に仮想吸収層を加えた




結果は 2次，4次精度 (図 16a，b) どちらの結果も同じ傾向となった．赤線の Lx = 100
での結果を基準とすると，黒線の Neumann境界条件 (2.32)を使った Lx = 20での結果
は境界付近での の値が非常に大きくなっており，境界から離れた部分でも の最大値が
波打っていることが確認できる．黄線の に Dirichlet境界条件を課した Sommerfeld放















































し合い，千切れそうになる．しかし，r B = 0の制約から磁力線は千切れることが出来








として，Sweet-Parkerモデル [43, 44]と Petschekモデル [45]があげられる (図 19参照)．
Sweet-Parkerモデル [43, 44] とは，太陽フレアを説明するために提案されたものであ
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ただし，S は磁気レイノルズ数 (Lundquist 数) である．(3.1) 式の導出は付録 C を参照
されたい．このリコネクション率の逆数が磁気リコネクションの時間スケールに相当する
が，太陽コロナでは S  1013 であり，その時間スケールは実時間に換算すると 1年にな
る．観測結果では太陽フレアの時間スケールは数分から数時間と言われており，このモデ
ルはずっと遅いため適切でないと考えられている [39, 46]．






入れた GEM Challenge [48] をはじめとし，2流体効果や運動論効果を考慮するモデルが
注目されている．その一方でMHDモデルでも電流シートの不安定性によって高速リコネ
クションが起こりえるという報告 [49, 50]がある．電流シートの不安定性とは，Biskamp
[47] のシミュレーションによって示されたもので，テアリング不安定性 (付録 B)によっ
て生じた電流シート上で第 2の不安定性が起こり，電流シート，および X点が分裂して
新たな磁気島が生成される現象である (図 20参照)．本研究では，図 20aの状態を 1次不
34
図 20: 2次不安定性による電流シート崩壊の様子．黒線は磁力線，赤い領域は電流シートを表して
いる．(a) は 1 次不安定性であるテアリングモードが非線形に発展して生成される構造で，
左右 2つの磁気島の中間地点を X点とし，その周りにシートができる．電流シートの不安
定性が起こると，X点が 2つに分裂し，(b)のようにもともと X点だった場所に磁気島 (プ
ラズモイド)が発生する．
安定性，もしくはテアリングモードと呼ぶ．また，図 20bの状態を 2次不安定性と呼び，













非斉次 Neumann境界条件，Leeら [56]は Sommerfeldの放射条件を使っており，圧縮性
























+ u  r

u = j B  rp; (3.2)
@
@t
+r  (v) = 0; (3.3)
@
@t








E + uB = j; (3.6)
0j = rB: (3.7)
これらの式の本数は 14本で，変数もプラズマの速度ベクトル u = (ux; uy; uz)t，密度 ，
圧力 pと，磁場ベクトル B = (Bx; By; Bz)t，電場ベクトル E = (Ex; Ey; Ez)t，電流ベ
クトル j = (jx; jy; jz)t の 14個である．，，0 はそれぞれ電気抵抗，比熱比，真空中
の透磁率である．
本論文では，MHD方程式 (3.2 3.7)を 2次元，非圧縮 (r  u = 0)の仮定の下で簡約












r f(rB)Bg   rr p
0
(3.8)
となる．(3.8)式の左辺は (2.4)式と同様に変形でき，渦度 ! (!  (r u)  z^) と流れ関





+ (u  r)u

 z^ = @!
@t
+ f; !g : (3.9)
と変形できる．一方，(3.8) 式の右辺について，第 2 項は r rA = 0 により落ちるの
で，左辺と同様に z 成分を考えると右辺第 1項のベクトル因子は次のようになる:




































































(rB)  z^: (3.10)
ただし，z 方向に一様な 2次元空間を考えているため z の偏微分 @=@z = 0とし，Bz = 0
としている．(3.10) 式の右辺第 3 項は Gauss の法則 (r  B = 0) によって落ちる．























+ f; !g = 1
0
f ; jzg : (3.12)
また，Faradayの法則 (3.5)に Ohmの法則 (3.6)を代入すると，
@B
@t
= r (uB   j) (3.13)
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= (uB   j)  z^;
) @ 
@t
= uxBy   uyBx   jz
=  f;  g   jz: (3.15)
となる．ここで，磁束関数  の定義と Ampereの法則 (3.7)より，





















+ f; !g = 1
0
f ; jzg ; (3.12)
@ 
@t
+ f;  g = 
0
 ; (3.17)
! =  ; (3.18)
0jz =   ． (3.16)
これらの方程式を面内の特徴的な磁場 B0 と面内の Alfven速度 vA = B0=
p
00 を用い


















j^z;  = LB0 ^
となる．ただし，電気抵抗  は規格化前の電気抵抗を 0 とした場合に  = 0= (LvA)で




+ f; !g = f ; jzg ; (3.19)
@ 
@t
+ f;  g =  ; (3.20)
! =  ; (3.21)
jz =   (3.22)
となる．
以下では式番号の区別を明確にするため，(3.19) 式を渦度の発展方程式，(3.20) 式を
磁束関数の発展方程式，(3.21) 式を流れ関数の Poisson 方程式，(3.22) 式を磁束関数の
Poisson方程式と名付ける．
3.2.2 境界条件
図 21 のような矩形の 2 次元領域 x 2 [ Lx=2; Lx=2]，y 2 [ Ly=2; Ly=2] を考える．
本節では x軸方向に平行な磁力線のリコネクションを扱うため，y =  Ly=2，Ly=2の境
界で流入，x =  Lx=2，Lx=2の境界で流出が起こる．
■周期境界条件 簡約化MHD方程式 (3.19)，(3.20)，(3.21)，(3.22)全ての式の全ての
変数 (代表して  とする)に対して，
( Lx=2; y) = (Lx=2; y); (x; Ly=2) = (x; Ly=2): (3.23)
が成り立つと仮定する．
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図 21: 本節で考える x 2 [ Lx=2; Lx=2]，y 2 [ Ly=2; Ly=2]の矩形の計算領域．x軸に平行な磁
力線が磁気リコネクションを起こす計算を扱うため，y 軸方向 (上下)が流入境界，x軸方向
(左右)の境界が流出境界となる．




( Lx=2; y) = 0; @
@x
(Lx=2; y) = 0;
@
@y
(x; Ly=2) = 0; @
@y
(x; Ly=2) = 0: (3.24)
とする．一方，渦度と磁束関数の発展方程式 (3.19)，(3.20) には移流項があるため，流入
側で Neumann境界条件を課すと不安定性が生じる．よってこちらでは渦度 !，磁束関数
 に対して流入側 (y = Ly=2)の境界には Dirichlet条件:
(x; Ly=2) = 0; (x; Ly=2) = 0 (3.25)
を課した．これは磁束関数  の定義 (B  r  z^) より，By = 0を意味する．
■Sommerfeld放射条件 時間微分の項を含む渦度と磁束関数の発展方程式 (3.19)，(3.20)























れ以外は Neumann 境界条件と同様とした．流れ関数  にも Neumann 境界条件を課す
ため，x = Lx=2で @=@x = 0が常に成り立ち，流出速度は境界に垂直となる．
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図 22: シミュレーションにおける計算順序．初期値は ;  のみを与え，!; jz は Poisson 方程式
から計算する．各時間ステップにおける変数の更新は，まず時間微分のある渦度と磁束関
数の発展方程式 (3.19)，(3.20) から陽的に !;  を更新した後，更新された !;  を使って
Poisson方程式 (3.21)，(3.22)を計算し，残りの変数 ; jz を更新する．
3.3 数値計算手法
本節では渦度の発展方程式 (3.19), 磁束関数の発展方程式 (3.20), 流れ関数の Poisson
方程式 (3.21), 磁束関数の Poisson方程式 (3.22) に対して有限差分法, およびスペクトル
法を用いてシミュレーションを行う．変数の更新順序は以下の図 22 のようになっている．
3.3.1 渦度，磁束関数の発展方程式の離散化
時間微分の項が含まれている渦度の発展方程式 (3.19) と磁束関数の発展方程式 (3.20)
では，時間方向と空間方向の両方を以下のように離散化することで計算した．
■時間積分の離散化 時間方向は，渦度の発展方程式 (3.19) と磁束関数の発展方程式
(3.20)のその両方に対して変数を  とすると，3次の Adams-Bashforth法 (AB3) [32]:















を用いて計算した．ただし，第 1，第 2ステップでは n 2ステップ目の値を保持していな
いため，第 1ステップは陽的 Euler法 (2.15)，第 2ステップは 2次の Adams-Bashforth
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法 (AB2) (2.16) で計算した．
■空間微分の離散化 次に，空間微分の解法について記述する．
移流項の離散化 ff; gg の離散化には 2次精度の Arakawa法 (2.23) [33]を用いた．




@y2 の離散化には 2次精度の中心差分法 (2.25)を用いた．
3.3.2 Poisson方程式の離散化
図 22に示す通り，本研究では Poisson方程式 f =  g を解く際，g が既知で f が未
知の場合 (3.22)と，f が既知で g が未知の場合 (3.21) との 2種類が存在する．前者の場
合には中心差分公式 (2.25)を用いることで未知変数を求めることができるが，後者の場合
には (2.25)式では連立 1次方程式を解く必要がある．その解法には多くの手法があるが，
ここではスペクトル法 [59] を用いた．スペクトル法とは高速フーリエ変換 (Fast Fourier

















において，既知関数 f(x; y) から未知関数 g(x; y) を求めることを考える．以後記載する






















































































が得られる．ただし，(3.32) 式は k = l = 0 のときに定義できないため，その場合は
g^k;l = 0とする．この g^k;l を全ての k; lに対して求め，(3.29)式で実関数に戻せば g(x; y)
が求まる．
シミュレーション上では数値計算ライブラリ FFTW (Fastest Fourier Transform in
the West) [60] を使い，離散フーリエ変換 (Discrete Fourier Transform: DFT)で計算を
行った．このときの順変換，逆変換はそれぞれ次のようになる:





















2L j : (3.34)
下付き添字 i; j，k; l はそれぞれ実空間上，複素フーリエ空間上でのグリッド番号を表す．
実空間上のグリッドは周期性による境界の重複を含めて i = 0; : : : ; Nx，j = 0; : : : ; Ny で
あり，グリッドサイズは x = Lx=Nx，y = Ly=Ny である．i = 0と i = Nx，j = 0
と j = Ny で周期性を持つ．複素空間上のグリッドは K = Nx=2，L = Ny=2 として
k =  K + 1; : : : ;K，l =  L + 1; : : : ; L であり，グリッドサイズは kx = 2=Lx，
ky = 2=Ly である．これより，周期境界条件の下で 2次元 Poisson方程式を解く場合，
































































となる．ここでも，k = l = 0の場合は g^k;l = 0とする．FFTWに用意された離散コサ
イン変換 (Discrete Cosine Transform: DCT) では，プラン\fftw_plan_r2r_2d"のフラ
グ\FFTW_REDFT00"で計算できる順変換と逆変換:






































を (3.33)，(3.34)式の代わりに使うことで，周期境界条件の場合と同様に g を求めること





変数 (代表して  とする)に対して，
0;j = Nx;j ; i;0 = i;Ny (3.41)
として計算とし，流れ関数の Poisson方程式 (3.21)から を求める際には DFT (3.33)，
(3.34)，(3.35)を使う．
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■Neumann 境界条件 Neumann 境界条件は 2 種類実装した．1 つ目は 2 節で用いたも
のと同じで，境界 x = Lx=2を例に記述すると，(3.24)式を中心差分法で離散化した，
Nx+1;j   Nx 1;j
2x
= 0 , Nx+1;j = Nx 1;j (3.42)
を離散化した支配方程式に代入して計算する手法である．2つ目は (3.24)式を片側差分法
で離散化した，
3Nx;j   4Nx 1;j + Nx 2;j
2x





Poisson方程式 (3.22)では全面で (3.42)式もしくは (3.43)式を計算する．渦度，磁束関
数の発展方程式 (3.19)，(3.20) では，それぞれ !， に対して流出側 (x = Lx=2) で
(3.42) 式もしくは (3.43) 式を計算するが，(3.43) 式を流入側に使うと不安定性が生じる
ことがある (2.4節参照)ため，その場合は流入側 (y = Ly=2)で Dirichlet境界条件
i;0 = i;Ny = 0 (3.44)
を計算する (図 21参照)．流れ関数の Poisson方程式 (3.21)から を求める際には DCT
(3.38)，(3.39)，(3.40) を使う．
■Sommerfeld放射条件 時間微分を含む (3.19)，(3.20)式の渦度 !，磁束関数  に対し



































になり数値不安定性が起こる (図 8 参照)．よって，本節では ux

0;j




























さ x，y 軸方向に垂直な境界から厚さ y だけ吸収層を設置する．
3.4 簡約化電磁流体方程式への吸収層の実装




図 23 のように 4辺全部に吸収層を設置することにした．また，ここでも Poisson方程式





































































x，y はそれぞれ x 軸方向，y 軸方向の吸収層の厚さで，残りのパラメータは 2.3 節と
同様である．吸収層の強さを表す残留率も 2.3 節 (2.48) 式と同様に定義できるが，ここ
で扱う現象は流出時の位相速度 cを見積もることが困難である．よって，その指標として
Alfven速度 vA を位相速度として用いることにする．支配方程式は Alfven時間で規格化












































簡約化MHD方程式 (3.19)，(3.20)，(3.21)，(3.22) を 3.3節で述べた解法を用いて数
値実験を行った．





計算領域を Lx = 2=k，Ly = 2 に対して x 2 [ Lx=2; Lx=2]，y 2 [ Ly=2; Ly=2]の
矩形領域とする．ここで k は x軸方向の最小波数で，リコネクションパラメータ0 から
導かれる (付録 B参照)．先行研究 [50]に則り，初期値が PorcelliのMHD平衡状態 [66]:




を考える．ここで  0 は定数である．数値計算で (3.55)式をそのまま使うと周期境界条件
を課した際に計算領域外縁部で  の傾きが不連続になり，離散化した際に電流密度 jz が
大きな値を持ってしまう．それを回避するために，(3.55)式に補正関数:













を掛けた (図 24参照) [50]．また，発生するテアリングモードの X点が原点に来るように
磁束関数にのみ次の初期擾乱を与えた:
 乱(x) =  1:0 10 5 cos(kx): (3.57)
以上をまとめると，実際に数値計算で扱った初期値は  0 = 1として次のようになる:
init(x; y) = 0;  init(x; y) =
F補(y)
cosh2(y)
+  乱(x): (3.58)

























図 24: 数値計算に使う初期値のプロット．赤線と緑線はそれぞれ磁束関数  と電流密度 jz で，
Porcelli [66] の平衡解 (3.55) を y 2 [ ; ] の周期境界条件の下で計算したもの．青線と
黄色線は平衡解 (3.55)に紫線の補正関数 (3.56)を掛けて計算したもの．




■成長率の比較 初期値と y 軸方向の領域サイズ Ly = 2 を固定した場合，リコネク
ションの時間発展は 2つのパラメータ ，0のみに依存する．ここでは， = 1:010 4，
2:8 10 4，1:1 10 3 と0 = 40:6，17:3，8:20 (Lx ' 3:30，2:19，1:58) の場合で











の X点は原点で固定して計算する．よって，数値計算上では (3.60)式を時刻 t0 = 0:5
ごとに観測し，
(t) ' 1
 (t; 0; 0)   init(0; 0)

















































(a)     で比較 (b) Neumann     で比較
(c)       で比較 (d) Neumann       で比較
図 25: 周期境界条件と Neumann 境界条件における (3.61) 式で求められた成長率の時間変化．
(a)，(b) は周期境界，Neumann 境界で 0 = 17:3 に固定し， を変化させた場合の比較
で，(c)，(d)は周期境界，Neumann境界で  = 2:8 10 4 に固定し，0 を変化させた場
合の比較である．
成長率 (t)の時間変化の測定結果を図 25 にまとめ，その中でトポロジーの変化が顕著
となった周期境界条件における  = 2:8 10 4，0 = 40:6 での電流密度 jz と磁力線 (磁
束関数  の等高線)の様子を図 26 に示す．図 25cの赤線と図 26が対応している．この
例では，t  100の  が定数の領域で原点を X点とするテアリング (1次)不安定性が成長
し，これは  が減少し始める t  200まで続く．少し経つと 2次不安定性による電流シー
トの崩壊が起こり，原点を中心にプラズモイドの生成が始まる．これによって，t  300
では原点における 1次不安定性と 2次不安定性の変化が釣り合い， の時間変化がなくな
る．t  370ではプラズモイドが左に移動するため，原点における  ，および (3.61)式で
計測される  が急激に変化する．その後，移動したプラズモイドは 1次不安定性の磁気島






図 26: 周期境界条件の下で 0 = 40:6， = 2:8 10 3 とした場合の電流密度 jz と磁力線 (磁束



























図 27: シミュレーション序盤 (50 < t < 200)における成長率  と FKR理論 [67]との比較．(a)
は横軸を ，(b)は横軸を k02 としている．




本研究では (3.59)の  initに初期擾乱  乱 を含んでいるが，先行研究 [50]ではそれを含
んでいないことも原因の１つだと考えられる.
周期境界，Neumann境界の共通点として，，0 が大きいほど，序盤 (50 < t < 200)
での成長率  が大きくなることが確認できる，この範囲では  が時間依存していないよ







に対応していると考えられる．図 25の結果から，それぞれ 50 < t < 200における (t)
の代表値と ，k02 の相関関係を調べた結果を図 27 に示す．この結果を見ると，パラ
メータによる  の変化は FKR理論のオーダーから少し外れているように見える．これは
FKR理論が ，0 共に小さいことを仮定している [50]ためであり，本研究で扱う 0 の
値では FKR理論が完全に再現できないためである．
周期境界，Neumann 境界の違いは， の時間変化が急峻となる時刻 (プラズモイド
が移動する時刻) が, Neumann 境界条件の方が全体的に遅くなる結果となった．また，























図 28: 周期境界条件の下で 0 = 8:2， = 2:8 10 4 で計算した場合の磁気島W の時間発展の
様子．(a)の赤線は数値計算結果で，緑線は Rutherfordの理論 (3.63) から得られる傾きで











期擾乱を調整しているため，x = Lx=2 となる境界上で最も磁気島の幅が大きくなる．
磁力線は  の等高線であるので，ある時刻における 1次不安定性による磁気島幅W の成
長を観測するには，原点の磁束関数の値  X と等しくなる  (Lx=2; y)を与える yを求め，
その値を 2倍すればよい．
Rutherford の理論は 2 次不安定性を考慮していないので，図 25 の中で 2 次不安定性
によるプラズモイドが確認できなかった 0 = 8:2， = 2:8  10 4 で磁気島幅W の時
間変化を調べ，その結果を図 28 に示す．図 28a の測定結果である赤線が不連続となっ
ているのは，数値計算上での長さはグリッドごと，つまり 2y ごとにしか幅の増加を測
定できないためである．これを見ると，成長率  が FKR 理論からくる線形成長の時刻









で定義できる ((3.59)式でも (3.64)式を計算できるが，物理的な意味が変わってしまう) ．
だたし，Bmax は初期値における  init(x)の勾配の最大値に等しく，Bmax ' 0:65となる．
0 = 40:6と固定したまま，Lundquist数を S ' 600，2500 ( = 1:010 3，2:410 4)
とし，境界条件を周期境界条件とした場合，Neumann境界条件 (中心差分 (3.42)，片側
差分 (3.43) とも) とした場合，Neumann 境界 (片側差分のみ) に吸収層を実装した場
合の 4 種類で比較を行った．時間ステップ幅は t = 1:0  10 3，空間グリッド数は
Nx = Ny = 512とし，吸収層は渦度方程式 (3.19)にのみ (3.48)式のように導入し，パラ
メータは厚さ x，y がそれぞれ領域の 5%で，減衰係数が 2次関数，最大値 max = 30
としており，x 軸方向，y 軸方向で吸収層の厚さが異なるため，x 軸方向の残留率が
Rx ' 0:53%，y 軸方向の残留率が Ry ' 4:3% となる (3.4節参照)．
■S ' 600 Lundquist数 S ' 600 ( = 1:0 10 3) での計算結果を図 29 に示す．ただ
し，Neumann境界条件は 2次精度の中心差分法 (2.32)で実装したものと 2次精度の片側
差分法 (3.43)で実装したものの 2種類を載せており，吸収層は渦度 ! にのみ実装し，そ
の際の流出側境界条件は片側差分の Neumann境界を使っている．
1次不安定性によるテアリングモードの成長速度は周期境界条件 (図 29a) が最も速く，
t = 150 で既に電流シートが形成されていることが確認できる．しかし 2 次不安定性は
t = 310 で小さいプラズモイドが確認できるが，すぐになくなってしまう．中心差分法
(図 29b)と片側差分法 (図 29c)で実装した Neumann境界条件の比較では，t = 310まで








            片側差分
(b) Neumann境界条件
             中心差分
(d) Neumann境界条件
           + 仮想吸収層
図 29: Lundquist数 S ' 600 ( = 1:0 10 3) における各種境界条件での電流密度 jz と磁力線




















jBj2 dx dy (3.66)
























































































M + K + resistivity
(a) (b) Neumann
             中心差分法
(c) Neumann境界
              片側差分法
(d) Neumann境界
            仮想吸収層
図 30: S ' 600 ( = 1:0 10 3) でのエネルギーの時間変化．赤線は運動エネルギー K (3.65)，






め，領域内のエネルギー合計が保存され理論と一致する (付録 A 参照)．Neumann 境界
条件 (図 30b，c) は実装方法に依らずエネルギー変化はほぼ同じで，領域内のエネルギー
合計は時間発展により減少していることが確認でき，こちらも理論と一致する (付録 A
参照)．領域内のエネルギー合計の減少値が流出に対応するが，その変化量は小さく，図
29b，cを見ると，十分に時間が経過した状態でも  や jz が境界付近にとどまっており，
流出境界としての役割を十分に果たしていないと考えられる．この原因には磁力線の y軸
方向への広がりやすさが挙げられる．Neumann境界は流出側境界 (x = Lx=2)におけ
る  の等高線が x軸と平行の方向に固定され，
@ 
@x
=  By = 0 (3.68)
となるため，周期境界と比べて流出側境界 (x = Lx=2)で磁力線が広がりにくい条件と
なっており，それが  と jz を閉じ込める働きをしていると考えられる．吸収層をつけた
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ネルギー K はほとんど変化しなかった．周期境界条件 (図 30a) と吸収層を付けたもの
(図 30d)ではプラズモイドが生成される時刻 (t  300)で僅かに運動エネルギーが上昇し
ているものの，磁気エネルギーの大半は運動エネルギーに変換されず，抵抗散逸によって
減少するという結果になった．
■S ' 2500 次に，S ' 2500 ( = 2:4 10 4) での結果を図 31 に示す．ここに載せた
Neumann 境界条件は片側差分法 (3.43) を用いて実装したものだが，中心差分法 (3.42)
を用いても大きな変化は確認されなかった．この Lundquist 数になると境界条件に関係
なくプラズモイドが発生する．その発生時刻は吸収層を付けない Neumann境界 (図 31b)
が最も遅く，吸収層 (図 31a) をつけた結果と周期境界条件 (図 31c) はほぼ同じだった．
周期境界条件では境界で  が貯まるため 1次不安定性による磁気島が大きくなり，その
分だけプラズモイドが小さくなっている．また，プラズモイドが中心から境界に向かって
動く際も，境界に到達する前に 1次不安定性による磁気島に吸収されてしまう結果となっ
た．Neumann境界条件 (図 31b)では (3.68)式で示したように境界で  の傾きが固定さ
れるため，1 次不安定性による磁気島の成長が制限され大きなプラズモイドが生成され
る．このプラズモイドが移動すると，1次不安定性による磁気島では吸収できずに境界ま











装した結果 (図 32b) は，領域内のエネルギー合計が減少している．減少が確認できるの
は t  310，550の 2箇所で，それぞれプラズモイドが発生した時刻と移動した時刻に対
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(c) Neumann境界条件
         + 仮想吸収層
(b) Neumann境界条件(a) 周期境界条件
図 31: Lundquist 数 S ' 2500 ( = 2:4  10 4) における各種境界条件での電流密度 jz と磁力
線の時間変化．カラーマップが jz であり，黒線が  の等高線，つまり磁力線に対応する．
(a)は周期境界，(b)は片側差分 (3.43)の Neumann境界，(c)は (b)に仮想吸収層を実装
した結果である．
応する．よって，この時刻に流出が起こっていると考えられるが，図 31cを見ると十分に
時間が経った後も磁力線が境界上に残っており，S ' 600の場合と同様に磁束関数  に
Neumann境界を課すことが流出を阻害していると考えられる．しかし，t  310，550で
エネルギーが減少する直前に増加も起きていることが確認できる．これは S ' 600の場










































M + K + resistivity
(a) (b) Neumann
            仮想吸収層




を導入した．減衰項には，0からの差で減衰させる場合 (3.53)と初期値  init からの差で
させる場合 (3.54)の 2種類を試した．結果は図 33 のようになった．0からの差で減衰さ
せる場合 (図 33a)は計算開始直後に減衰項により境界付近の  の値が大きく変化し，磁
力線のトポロジーが理想と全く異なる結果となった．一方，初期値からの差で減衰させる
場合 (図 33b)は，1次不安定性の O点となる境界 y = Ly=2で  が制限されるため，1
次不安定性による磁気島の幅はほとんど変化しなかった，また，プラズモイドは図 31 に
載せたどの例よりも早く発生した．プラズモイドが境界に当たる際も破綻せずに計算を行






と平行方向の速度を 0 (uy =  @=@x = 0 であり，の Neumann境界条件と等しい)と
し，位相速度に境界垂直方向のみの速度 (ux = @=@y)を使った Sommerfeld放射条件を
実装した (3.26)．パラメータは 0 = 40:6， = 1:0 10 3 (抵抗拡散が 0からの差で有
効な場合 (3.20)では Lundquist数 S ' 600)とし，初期擾乱を
 乱(x) =  1:0 10 3 cos(kx)， (3.69)
グリッド数を Nx = 512，Ny = 512として計算を行った．
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(b) Neumann境界条件
         に初期値からの減衰項
(a) Neumann境界条件
         に0からの減衰項
図 33: S ' 2500 ( = 2:4 10 4) において，磁束関数の発展方程式にも吸収層をつけた場合の計
算結果．(a)が減衰項を 0からの差で計算する場合 (3.53)で，(b)が初期値からの差で減衰
させる場合 (3.54)の計算結果である．
■Sommerfeld放射条件のみの場合 磁束関数  にのみ Sommerfeld放射条件を与えて計
算を行った結果を図 34 に示す．理論では流出側となる境界 x = Lx=2から縞構造を持
つ流入が確認でき，この後計算が破綻した．また，磁束関数  だけでなく，渦度 ! にも
Sommerfeld放射条件を与えた計算結果を図 35 に示す．こちらは磁力線のトポロジーが
大きく変化しており，理論では流出側となる境界 x = Lx=2で強い流入が起きている．
図 34，図 35 のどちらも x = Lx=2の境界から流入が起きており，好ましくない．特に，
流入側の境界に Dirichlet条件を用いて人工的な流れを与え，流出側には  ，! の両方に




(a)         (b)       と磁力線の時間発展 
図 34: S ' 600 ( = 1:0 10 3) において，磁束関数  にのみ Sommerfeld放射条件を与えた場
合の計算結果．(a) は x 軸方向，つまり流出方向の速度 ux のカラーマップで，(b) は電流
密度 jz のカラーマップと磁力線 (磁束関数  の等高線)である．
， に 吸収層なし)
(a) (b) と磁力線の時間発展
図 35: S ' 600 ( = 1:0 10 3) において，磁束関数  ，渦度 ! の両方に Sommerfeld放射条件
を与えた場合の計算結果．(a) は x 軸方向，つまり流出方向の速度 ux のカラーマップで，
(b)は電流密度 jz のカラーマップと磁力線 (磁束関数  の等高線)である．
は意図通りに機能しないと言える．
以後，単に「Sommerfeld放射条件」と述べた場合，磁束関数  にのみに Sommerfeld
放射条件 (3.26)を課し，渦度 ! には片側差分 (3.43)の Neumann境界条件を課したもの
を指すことにする．
■Sommerfeld放射条件と仮想吸収層の組み合わせ 磁束関数  にのみ Sommerfeld放射
条件を与え，渦度に仮想吸収層 (3.26) (2次関数，幅は領域の 5%，残留率 Rx ' 0:53%，
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のみ 渦度に吸収層あり)
図 36: S ' 600 ( = 1:0 10 3) で，磁束関数  に Sommerfeld放射条件，渦度 ! に Neumann
境界条件と仮想吸収層を課した場合の計算結果．(a) が x 軸方向，つまり流出方向の速度
ux のカラーマップで，(b) が電流密度 jz のカラーマップと磁力線 (磁束関数  の等高線)
である．














図 37:  = 1:010 3 で，抵抗を初期平衡からの擾乱に対してのみ有効であると考えた場合 (3.59)
の磁束関数  に Sommerfeld放射条件，渦度 ! に Neumann境界条件と仮想吸収層を課し
た場合の計算結果．(a) が x 軸方向，つまり流出方向の速度 ux のカラーマップで，(b) が
電流密度 jz のカラーマップと磁力線 (磁束関数  の等高線)である．
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Neumann  (渦度に吸収層あり, 初期値からの抵抗拡散)
(a)      の時間発展  (b)       と磁力線の時間発展 
図 38:  = 1:010 3 で，抵抗を初期平衡からの擾乱に対してのみ有効であると考えた場合 (3.59)
の磁束関数  に Neumann境界条件，渦度 ! に Neumann境界条件と仮想吸収層を課した
場合の計算結果．(a) が y 軸方向，つまり流出方向の速度 uy のカラーマップで，(b) が電
流密度 jz のカラーマップと磁力線 (磁束関数  の等高線)である．
と言える．しかし，境界付近で磁力線が萎んでおり，島幅の最大値を与える O点の x座
標が境界よりも内側に来ている．また，t  110 でプラズモイドが発生しており，t  550
でプラズモイドの流出が起こる．流出後は大きな流れがなくなるため，ほぼ定常的になる
が，Neumann境界条件に吸収層を付けた結果 (図 38参照) と比べ，境界付近の磁力線が
減っている．磁力線は磁束関数  の等高線に対応するため，Sommerfeld放射条件によっ
て  が流出したと考えられる．エネルギー変化は図 39 のようになった．ただし，青線で
示されるエネルギー損失は初期平衡からの差に対してのみ有効なので，図 30や図 32とは
異なり，







 (    init) dx dy dt (3.70)
として計算している．領域内のエネルギー合計が最も減少しているのは Neumann境界条
件 (図 39b)だが，プラズモイドが流出する際に計算が破綻した．Sommerfeld放射条件と
吸収層を組み合わせた結果 (図 39d)はNeumann境界条件に吸収層を付けた結果 (図 39c)
よりも領域内のエネルギー合計が減少しており，流出が起きていると言える. Neumann
境界条件に吸収層を付けた結果 (図 39c) の t > 540で領域内のエネルギー合計が増加し


















































































M + K + resistivity
図 39:  = 1:010 3 で，抵抗を初期平衡からの擾乱に対してのみ有効であると考えた場合 (3.59)




とし，Lundquist数 S ' 2500 ( = 2:4 10 4) で計算を行った．Sommerfeld放射条件
に吸収層を付けた結果を図 40 に示し，十分に時間が経過した後の電流密度 jz と磁力線の
比較を図 41 に，エネルギーの時間変化を図 42 に示す． 周期境界条件では十分に時間が





ている (付録 A 参照)．Sommerfeld放射条件に吸収層を付けたものは 4 種類の中で最も
領域内のエネルギー合計が減少しており (図 42d)，十分に時間が経過した後で領域に残っ
ている  の等高線の密度も Neumann境界条件に吸収層を付けたものより少なく, より流
出が起きている結果となった (図 41c，d)．以上より，Sommerfeld放射条件 (3.26)に吸
収層を付けたもの (図 40，41d，42d) が最も流出境界条件として適していると言える．
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のみ 渦度に吸収層あり)
図 40: S ' 2500 ( = 2:4 10 4) で，抵抗を 0からの差に対して有効であると考えた場合 (3.20)
の磁束関数  に Sommerfeld放射条件，渦度 ! に Neumann境界条件と仮想吸収層を課し
た場合の計算結果．(a) が y 軸方向，つまり流出方向の速度 uy のカラーマップで，(b) が
電流密度 jz のカラーマップと磁力線 (磁束関数  の等高線)である．
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(a) (b) Neumann
(c) Neumann + (d) Sommerfeld + 
図 41: S ' 2500 ( = 2:4 10 4) での十分に時間が経過した後の電流密度 jz のカラーマップと
磁力線の様子．(a) は周期境界条件，(b) は Neumann 境界条件，(c) は Neumann 境界条
件に吸収層を付けたもの，(d) は Sommerfeld 放射条件に吸収層を付けたものである．(b)
はプラズモイドが流出する際に計算が破綻してしまうため，破綻する直前の時刻を載せてい
る．
4つの境界 x = Lx=2，y = Ly=2において，境界に対して垂直方向で外向きの速度
を uout とする．図 40 と同じ条件 (S ' 2500，0 = 40:6，Sommerfeld放射条件 (3.26)
に吸収層を実装)のシミュレーションの下で，各境界において








を台形則を用いて計算した結果を図 43 に示し，特徴的な時刻における uout の様相を
図 44 に示す．図 43 では，どの時刻でも流入・流出量の和 (青線) が 0 に保たれており，
r  u = 0が成り立っていることが確認できる．理論上では境界 y = Ly=2で流入，境
















































































M + K + resistivity
(a) (b) Neumann
(c) Neumann + (d) Sommerfeld + 
図 42: S ' 2500 ( = 2:4 10 4) でのエネルギーの時間変化．赤線は運動エネルギーK (3.65)，
緑線は磁気エネルギー M (3.66)，青線は抵抗拡散によるエネルギー損失の累積値 M 













Uout of x = Lx/2, x = -Lx/2
Uout of y = Ly/2, y = -Ly/2
(Uout of x) + (Uout of y)
図 43: S ' 2500 ( = 2:410 4) で Sommerfeld放射条件 (3.26)に吸収層を付けた結果 (図 40)
での，境界上の流出速度の積分値．緑線が境界 x = Lx=2における積分値 (3.71)，赤線が
y = Ly=2における積分値 (3.72)，青線がそれらの和である．値が正なら流出，負なら流
入を表す．
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  (b)                      
                 の時間発展
のみSommerfeld (渦度に吸収層あり)
 (b)       と磁力線の時間発展
 (a)   境界                  における 
                の時間発展
図 44: S ' 2500 ( = 2:4  10 4) で Sommerfeld 放射条件 (3.26) に吸収層を付けた結果 (図
40)での，境界上の流出速度 uout の様相．(a)が緑線，赤線が境界 x = Lx=2，(b)が緑
線，赤線が境界 y = Ly=2 における境界に対して垂直な流出速度 uout の概形で，値が正
なら流出，負なら流入を表す．(c)が電流密度 jz のカラーマップと磁力線 (磁束関数  の等
高線)である．
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収層として，電磁波解析の波動方程式において Berengerが提案した Perfectly Matched
Layer (PML) [18]がよく使われている [11, 12]．他にも Schrodinger方程式 [20, 21]やベ




第 2節では，Navier-Stokes方程式を簡約化して求まる渦度方程式 (2.8)と Poisson方
程式 (2.9) に対して仮想吸収層を実装し，議論した．数値計算手法は有限差分法を用いて
おり，時間発展は 2次精度，空間差分は 2次，4次精度の 2種類を検証した (2.2節参照)．
吸収層の実装は Berengerの PML [18]を参考にし，時間微分を含む渦度方程式 (2.8)に
のみ吸収層の効果を考慮した減衰項を導入し，Poisson 方程式 (2.9) は変更しなかった．
実装されたにより理論上吸収されずに残る割合を残留率 R と定義し，それを決定するパ






な影響を定性的に比較した (図 8参照)．Neumann境界条件や Sommerfeld放射条件では
それぞれ厳密解から大きく外れた現象が確認されたが，Neumann境界条件に吸収層を実





的に比較した (表 3 参照)．本文中に示したすべてのパラメータで Neumann 境界条件反
射を軽減することに成功した．吸収層のパラメータ毎の比較では，吸収性能は残留率 R
だけでなく，吸収係数 n(x)の関数形にも依存することが分かった．これは他の方程式に
おける吸収層と同じ傾向である [18, 19, 21]．n(x) が計算領域全体で滑らかであるほど
吸収性能がよいと考えられるが，離散化によるグリッド間での吸収係数 n(xi)の差が強






















た (3.3 節参照)．吸収層の実装は 2 節と同様だが，時間微分の入る方程式が (3.19) 式と
(3.20)式の 2本あるため，それぞれに減衰項を入れた場合を検証した．




(3.5.2節参照)．渦度の発展方程式 (3.19)にのみ減衰項を導入し，Lundquist数 S ' 600
で計算した結果では，吸収層の有無に関わらず，Neumann境界条件ではほとんど流出が
起こらなかった (図 30参照)．これは磁束関数  に与えた Neumann境界により磁力線の








せずに Sommerfeld放射条件のみで数値計算を行うと計算が破綻した (図 34，35参照)．
一方，S ' 600で Sommerfeld放射条件と吸収層を組み合わせて計算を行ったが，境界条
件に由来する誤差によって 1次不安定性の発生位置が変わる結果となった (図 36参照)．
これは Sommerfeld放射条件が抵抗項を無視するために生じる誤差が原因であり，抵抗を
初期平衡からの擾乱に対してのみ有効であると仮定したり (図 37参照)，抵抗そのものを
小さくして S ' 2500とする (図 41参照)と改善し，他の境界条件よりも顕著に流出が発



















































































































































に対して周期，斉次 Dirichlet，斉次 Neumann境界条件を課すと，(A.1)式の右辺第 1，

































































































































と変形できる．(A.1)式と同様，今度は  に対して周期，斉次 Drichlet，斉次 Neumann
境界条件を課すことで，(A.3) 式の右辺第 1，3 項が 0 になるので，磁束関数の Poisson




















































































































































































































































































































と展開できる．(A.6) 式の右辺は !， のどちらかに斉次 Dirichlet 境界条件を課す場合
や，!，の両方に周期境界条件を課す場合に 0となるが，，! に Neumann条件では
残る．(A.7) 式の右辺第 1，3，5，7 項は． に斉次 Dirichlet 条件を課す場合や，， 
の両方に周期境界条件を課す場合に 0となるが，に Neumann条件を課す場合は残る．










































































































































jz f;  g dy dx (A.9)
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となるのに対して，に Neumann条件を課すと余剰項が残る．




























jz f;  g dy dx (A.11)
となる．
(A.9)，(A.11) から，理想 MHD の下では全ての変数に対して周期境界条件を課す場
合や， に斉次 Dirichlet 条件を課す場合には運動エネルギーと磁気エネルギーの和は
保存されるが， に Neumann 条件の場合は保存しないことがわかる．本編では  の計









































































































































と変形できる．(A.14)式の右辺第 1，3項は に周期，斉次 Neumann，斉次 Dirichlet境
界条件を課せば落ち，残りは常に負である．よって，定数の減衰関数をもつ吸収層を実装
すると必ずエネルギーが減少することが確認できる．











































 f; !g dy dx dt;

































jz dy dx dt;
(A.18)
と定義し，これらの時間変化を調べた．(A.16) 式がそれぞれ運動エネルギーと磁気エネ

















る．時間の積分には本編と同様に AB3 (3.27)を用いた．juj2，jBj2 の計算には 2次精度
の中心差分法を用い，周期境界条件以外の場合，境界での離散化には 1次精度の片側差分
法で計算した．他にも周期境界条件以外の境界上では，Poisson括弧を 0とし，減衰係数
nx，ny は境界条件によって渦の発展方程式 (3.19) が考慮されないため 0 とした．ま
た，磁束関数の Poisson方程式 (3.22)より，境界上の には  jz を用いた．
以上の変数の測定を行い，周期境界条件での結果を図 45a，片側差分法によって実装
された Neumann 境界条件 (3.43) を課した結果を図 45b，それに仮想吸収層を設けた結
果を図 45c に示す．ただし，パラメータは本編の図 42 に合わせ，抵抗拡散が 0 から有
効 (3.20)で Lundquist数 S ' 2500，初期擾乱を (3.69)としている．つまり，図 45aが
図 42a，図 45b が図 42b，図 45c が図 42c と同じシミュレーション結果である．周期境
界条件 (図 45a) では，シミュレーションの始めから終わりまでエネルギー収支の総和で
ある水色の線，運動エネルギー K と磁気エネルギーM と抵抗散逸量M の和である




















M + K + resistivity
TOTAL
図 45: 簡約化MHD方程式におけるエネルギー収支の各項ごとの内訳．パラメータは本編の図 42
と同じで S ' 2500である．それぞれ赤線がK，緑線がM，青線がK+M，黄線がKf;!g，




Kf ;jzg と橙線のMf; g の和も 0 であり，流入・流出が起きていないことが分かるので，
前小節までの理論と一致する．
Neumann 境界条件 (図 45b) ではプラズモイドが境界に到達する t  500 において計
算が破綻している．エネルギー収支は茶線が減少しているのに対して水色の線が一定に保
たれており，抵抗散逸以外のエネルギー減少は橙線 Mf; g による流出が寄与している











テアリング不安定性について，Furth-Killeen-Rosenbluthの線形理論 [67] と Rutherford
領域における非線形理論 [68] をまとめておく．
本文中では x軸方向に平行な磁力線に対して，x軸方向に初期擾乱を入れて数値計算を





せ磁気島を生成する．初期平衡状態 B0 =   (@ =@x) ey に対して，y 軸方向の周期的な
擾乱:
 (x; y) =  0(x) +  1(x) cos(ky) (B.1)
を考えると，磁力線の様相は図 46 のようになる．cos(ky)の周期性により，B0 = 0とな
るセパラトリクス (図 46の太線) の交点 Xは (x; ky) = (0;)に位置し，幅が最大とな
る点 Oは X点の中間である (x; ky) = (0; 0)に位置する．O点におけるセパラトリクス
の幅W を磁気島の幅と定義する．
島幅W を求めるために，磁気島の中で  1 の変化が非常に小さく，定数とみなすこと
ができると仮定する．X点における磁束関数の値  X はセパラトリクス上での値  S に等
しく，
 X =  S =  0    1 (B.2)
と表される．一方，島幅W を与える図 46の A点における磁束関数の値  A は O点から
Taylor展開して，































となる．A点はセパラトリクス上にあるため  A =  S である．また，セパラトリクスは















あり，様々な文献 [28, 29, 41, 50]でまとめられている．
B.2.1 簡約化MHD方程式の線形化
B?0 = B00f(x)ey (すなわち Bx = @ 0=@y = 0，By =  @ 0=@x = B00f(x)，よっ
て  0 =   B00F (x))，0 = 0 という流れのない理想 MHD 平衡状態を考える．ただ
82
し，f(x) は f(0) = 0; f 0(0) = 1 となる奇関数で，x ! 1 で定数に漸近する関数と
する (tanhx など)．ここに y 軸方向に変化する微小な摂動を加え，変数 ， を代表
して  と書く場合 (t; x; y) = 0(x) + 1(t; x; y) となり，成長率 ，波数 k を用いて






















































f ; g = @
@y




























































( 0 +  1) =  1; (B.9)













=  ik B00f(x)1 (B.10)
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ここでは線形化された簡約化MHD方程式 (B.12)，(B.13) から成長率  を解析的に求
め，その不安定性について議論する．1(t; x; y) = 1(x) exp (t+ iky) より， > 0では
擾乱 1(t; x; y)が指数的に増加するため不安定であり， > 0では安定となる．
与えた初期平衡は x = 0で磁力線が反転する．抵抗は微小であるため，磁力線が同じ方
向を向いている場合はその影響が非常に小さいとみなすことができる．しかし，逆向きの
磁力線が隣り合う x = 0付近では，抵抗によって磁場の打ち消し合いが起こるため，その
影響を無視することが出来ない．よってこの先に議論では，抵抗は x = 0周りの非常に狭
い領域 jxj < l  L? でのみ有効であると近似する．ただし，l は抵抗層のスケール長
で，L? は初期平衡のスケール長である．このとき，次の 2つの領域に分けて考えること
ができる (図 47参照):
外部領域 jxj  l．理想MHD平衡が有効な領域で，慣性項 ((B.12)式左辺)と抵抗項
((B.13)式右辺)を無視できる．
内部領域 jxj  L?．微小な抵抗によって磁力線の打ち消し合いが起こり得る微小領域
で，j@2=@x2j  k2，f(x)  xと近似できる．
2つの領域の重複部分 l  jxj  L? では 2つの解が一致するはずなので，これを利用
して解析的に  を求める．
























ここで，x = 0付近の微小な領域 jxj  l を境界層とみなし，外部領域の解の境界条件を
考える．x = 0の周りに x方向の幅が境界層より少し厚く，y 方向に十分な厚さを持つ長
方形領域 S を考える．領域に関係なく Ampere の法則 (3.7) が成り立つので，それの面
積積分を行うと，Stokesの定理により，ZZ
S












x!0  = 0Jk1 : (B.16)
が得られる．ただし，Jk1 は非常に狭い層に集中する電流量とし，有限の値とする．(B.16)


























■内部領域 内部領域 (jxj  L?)は抵抗層とも呼ばれ，抵抗が優位に働く領域である．こ
のとき，y軸方向の変化よりも x軸方向の変化の方が十分大きいと仮定し，j@2=@x2j  k2














ただし，f 00(x)の項は 0 ! 0 + O(2=5) と修正する程度の違いしか生まないため，こ





































を得る．先述したように 0 の値は外部領域の解から求まるので，内部領域における 1
の解が求まれば，(B.21)式から成長率  を得ることができる．











が得られる．ここで抵抗層のスケールを (B.22) 式の左辺と右辺第 2 項の次元を考えて，
次のように決める:
















= X(1 +XP ): (B.25)
この方程式の解は











sin1=2  d (B.26)












































































































































(B.24) 式による規格化を (B.21) 式にも行うと，このスケールでは (B.21) 式の積分区

















































3 cos   X2 cos2  dX d
(B.32)









































sin1=2  cos1=2  d
 2:12: (B.35)






この結果を評価するために，理想 MHD の時間スケール (Alfven 波の振動数の逆数)
A = 1=(k B
0
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図 48: Porcelliの初期値 (3.55)における 0 と k の関係．k は実数で k > 0としている．
これは抵抗が十分に小さい場合 (  1)，
1







B.2.2節で述べた通り，抵抗不安定性の線形成長率  を求めるのに重要な値となる 0
は抵抗層外部領域の解のみから導出することができる．
本研究では理想MHD平衡:
















から求められる．k は実数で k > 0 とすると，0(k) は図 48 のようになる. また，







磁束関数の発展方程式 (3.20) をフラックス上で平均を取ると，f;  g =  f ; g =


































































































ここでは本節で省いた Sweet-Parkerモデル [43, 44]の詳細について説明する．




B = r (v B)  r J
= r (v B) + 
0
(rrB) (C.1)
と変形でき，ここにベクトル公式 rrA = r (v A) A を使うと，
@
@t
B = r (rB) + 
0
B (C.2)

















ただし，Alfven速度 vA = Bin=
p




















が得られ，流出速度 uout が Alfven速度のオーダーになることが分かる．また，非圧縮性
(r  v = 0) の仮定から， ZZ
CS






























磁束関数  のフラックス  2 に着目し，系から流出によりこれが減少すると考えられ

































































































































































































































































































































































  (b)         (a)        (c)       と磁力線
図 49: (D.8)式の時間，空間依存性を調べた結果．(a)の x < 0が s2，x > 0が s1 のカラーマッ
プに対応する．比較のため，(b) に x 軸方向の速度 ux のカラーマップを，(c) に電流密度
jz のカラーマップと磁力線を載せた．
(D.8)式を最も簡単に満たす条件の一つに s1 =  s2 = 1があるが，これを境界条件と
して本文中の計算を行うとすぐに発散する．これは抵抗  が非常に小さい上，流れ関数
の初期条件が 0であるため，@ =@y   という条件になってしまうためである．よっ
て，s1，s2 は時間，空間に強く依存していると考えられる．周期境界条件を使ったシミュ
レーションで計算領域内の s1，s2 の値を観測した結果を図 49 に示す．計算に用いたパ
ラメータは本文中の図 41a と同じである．図 49a の x < 0が s2，x > 0が s1 に対応す
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図 50: 本文中の図 41，42と同じシミュレーションにおける (D.6)式左辺の時間発展の様子．赤線
が周期境界条件 (図 41，42a)，緑線が Neumann境界条件 (図 41，42a)，青線が Neumann
境界条件に吸収層 (図 41，42a)，黄線が Sommerfeld放射条件に吸収層 (図 41，42a)，を
課した結果である．
る．時間依存性も，テアリングモードの成長に連れて s1, s2 の様相も大きく変化してお
り，単純に s1, s2 に定数を与えるだけでは物理的に正しい流出境界にはならないと考えら
れる．
本文中の図 41，42 と同じパラメータの数値計算で (D.6) 式の左辺の時間発展を調べ
たものを図 (50) に示す．周期境界条件 (図 50 赤線) では常に 0 になっており，系から
の流出，流入が起こらないことを表し，(D.6) 式の条件が物理と一致することが分かる．





[1] A. Sommerfeld, ゾンマーフェルト理論物理学講座 (6) 偏微分方程式, 講談社, 東京,
1969.
[2] M. Israeli, S.A. Orszag, Approximation of radiation boundary conditions, J.
Comput. Phys., 41 (1981), 115{135.
[3] T. Tourrette, L. Halpern, Absorbing boundaries and layers, domain decomposi-
tion methods, Nova Science Publishers, Huntington, 2001.
[4] X. Antoine, A. Arnold, C. Besse, M. Ehrhardt, A. Schadle, A review of trans-
parent and articial boundary conditions techniques for linear and nonlinear
Schrodinger equations, Commun. Comput. Phys., 4 (2008), 729{796.
[5] T.G. Forbes, E.R. Priest, A Comparison of Analytical and Numerical Models for
Steadily Driven Magnetic Reconnection, Rev. Geophys., 25 (1987), 1583-1607.
[6] 吉田 善章, 非線形科学入門, 岩波書店, 東京, 1998.
[7] 後藤 健一, 山本 邦夫, 神吉 建, 詳解 物理応用数学演習, 共立出版, 東京, 2007.
[8] B. Engquist, A. Majda, Absorbing boundary conditions for the numerical simu-
lation of waves, Math. Comput., 31 (1977), 629{651.
[9] G. Mur, Absorbing boundary conditions for the nite-dierence approximation
of time-domain electromagnetic-eld equations, IEEE Trans. Electromagn. Com-
pat., 23 (1981), 377{382.
[10] R.L. Higdon, Absorbing boundary conditions for dierence approximations to
the multi-dimensional wave analysis, Math. Comput., 47 (1986), 437{459.
[11] 宇野 享, FDTD法による電磁界およびアテンナ解析, コロナ社, 東京, 2002.
[12] 橋本 修, 実践 FDTD時間領域差分法, 森北出版, 東京, 2006.
[13] I. Orlanski, A simple boundary condition for unbounded hyperbolic ows, J.
Comput. Phys., 21 (1976), 251{269.
[14] F. Nataf, New constructions of perfectly matched layers for the linearized Euler
equations, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I, 340 (2005), 775{778.
[15] 吉田 尚史, 渡辺 崇, 中村 育雄, 角柱流れの流出境界条件に関する数値的研究, 日本機
械学会論文集 (B編), 59 (1993), 2799{2806.
[16] 武本 幸生, 水島 二郎, 柱状物体を過ぎる流れ場中の波動の伝播と振動の発生源, 数理
解析研究所講究録, 1701 (2010), 1{15.
97
[17] 村上 真也, 水島 二郎，急拡大部をもつ管路内の流れの安定性と遷移, 数理解析研究所
講究録, 1800 (2012), 184{194.
[18] J.-P. Berenger, A perfectly matched layer for the absorption of electromagnetic
waves, J. Comput. Phys., 114 (1994), 185{200.
[19] 加古 孝, 大井 祥栄, 非有界領域での数値解法における完全適合層 (PML) について,
数理解析研究所講究録, 1441 (2005), 187{197.
[20] F. Collino, P.B. Monk, Optimizing the perfectly matched layer, Comput. Meth-
ods Appl. Mech. Engrg., 164 (1998), 157{171.
[21] C. Zheng, A perfectly matched layer approach to the nonlinear Schrdinger wave
equations, J. Comput. Phys., 227 (2007), 537{556.
[22] F. Collino, Perfectly matched absorbing layers for the paraxial equations, J.
Comput. Phys., 131 (1997), 164{180.
[23] F.Q. Hu, On absorbing boundary conditions for linearized Euler equations by a
perfectly matched layer, J. Comput. Phys., 129 (1996), 201{219.
[24] F.Q. Hu, X.D. Li, D.K. Lin, Absorbing boundary conditions for nonlinear Euler
and Navier-Stokes equations based on the perfectly matched layer technique, J.
Comput. Phys., 227 (2008), 4398{4424.
[25] D.K. Lin, X.D. Li, F.Q. Hu, PML absorbing boundary condition for nonlinear
Euler equations in primitive variables, 47th AIAA Aerospace Sciences Meeting
including The New Horizons Forum and Aerospace Exposition (2009), 6.
[26] E. Cruz, 横木 裕宗, 磯部 雅彦, 渡辺 晃, 非線形波動方程式に対する無反射境界条件
について, 海岸工学論文集, 40 (1993), 46{50.
[27] G.K. Batchelor, An introduction to uid dynamics, Cambridge University Press,
New York, 2000.
[28] D. Biskamp, Nonlinear magnetohydrodynamics, Cambridge, New York, 1997.
[29] D. Biskamp, Magnetic reconnection in plasmas, Cambridge, New York, 2000.
[30] 園田 大二郎, 大井 祥栄, 龍野 智哉, 2次元渦度方程式への Perfectly Matched Layer
に基づく仮想吸収層の実装, 日本応用数理学会論文誌, 27 (2017), 84{111.
[31] 今井 功, 物理テキストシリーズ 9 流体力学, 岩波書店, 東京, 2011.
[32] E.ハイラー, S.P.ネルセット, G.ヴァンナー, 常微分方程式の数値解法 基礎編, 丸善
出版, 東京, 2012.
[33] A. Arakawa, Computational design for long-term numerical integration of the
equations of uid motion: two-dimensional incompressible ow, J. Comput.
98
Phys., 1 (1966), 119{143.
[34] E. Anderson, Z. Bai, C. Bischof, S. Blackford, J. Demmel, J. Dongarra, J. Du
Croz, A. Greenbaum, S. Hammarling, A. McKenney, D. Sorensen, LAPACK
Users' Guide Third, Society for Industrial and Applied Mathematics, Philadel-
phia, 1999.
[35] 藤野 清次, 竹内 敏己, 3次元ポアソン方程式の右辺の項修正による高次精度の差分公
式について, 日本応用数理学会論文誌, 5 (1995), 169{184.
[36] C.-W. Shu, Essentially non-oscillatory and weighted essentially non-oscillatory
schemes for hyperbolic conservation laws, Lect. Notes Math., 1697 (1998), 325{
432.
[37] 種子田 定俊, 画像から学ぶ流体力学, 朝倉書店, 東京, 1989.
[38] T. Yokoyama, K Shibata, A Two-dimensional Magnetohydrodynamic Simulation
of Chromospheric Evaporation in a Solar Flare Based on a Magnetic Reconnec-
tion Model, Astrophys. J., 494 (1998), L113{L116.
[39] 柴田 一成, 福江 純, 松元 亮治, 嶺重 慎, 活動する宇宙 -天体活動現象の物理-, 裳華房,
東京, 1999.
[40] 長井 嗣信, オーロラを作る地球磁気圏のプラズマ爆発, 電気学会誌, 125 (2005),
17{20.
[41] R.J. Goldston, P.H. Rutherford, Introduction to plasma physics, Taylor & Fran-
cis, New York, 1995.
[42] E. Priest, T. Forbes, Magnetic Reconnection MHD theory and applications, Cam-
bridge, New York, 2000.
[43] P.A. Sweet, The neutral point theory of solar ares, In Symposium-International
Astronomical Union, 6 (1958), 123{134.
[44] E.N. Parker, Sweet's mechanism for merging magnetic elds in conducting uids,
J. Geophys. Res., 62 (1957), 509{520.
[45] H.E. Petschek, Magnetic eld annihilation, NASA Special Publication, 50 (1964),
425{437.
[46] 観山 正見, 野本 憲一, 二間瀬 敏史, 現代の天文学 天体物理学の基礎 II, 日本評論社,
東京, 2010.
[47] D. Biskamp, Magnetic reconnection via current sheets, Phys. Fluids, 29 (1986),
1520{1531.
[48] J. Birn, J.F. Drake, M.A. Shay, B.N. Rogers, R.E. Denton, M. Hesse, M.
99
Kuznetsova, Z.W. Ma, A. Bhattacharjee, A. Otto, Geospace Environmental Mod-
eling (GEM) magnetic reconnection challenge, J. Geophys. Res.: Space Physics,
106 (2001), 3715{3719.
[49] A. Bhattacharjee, Y.M. Huang, H. Yang, B. Rogers, Fast reconnection in high-
Lundquist-number plasmas due to the plasmoid Instability, Phys. Plasmas, 16
(2009), 112102-1{5.
[50] N.F. Loureiro, PhD thesis, Imperial College, London (2005).
[51] W. Daughton, J. Scudder, Fully kinetic simulations of undriven magnetic recon-
nection with open boundary conditions, Phys. Plasmas, 13 (2006), 072101-1{15.
[52] G. Lapenta, D.A. Knoll, Eect of a converging ow at the streamer cusp on the
genesis od the slow solar wind, Astrophys. J., 624 (2005), 1049{1056.
[53] H. Ohtani, R. Horiuchi, Open Boundary Condition for Particle Simulation in
Magnetic Reconnection Research, Plasma and Fusion Res., 4 (2009), 024-1{14.
[54] P.L. Pritchett, Collisionless magnetic reconnection in a three-dimensional open
system, J. Geophys. Res., 106 (2001), 25-961{977.
[55] A.V. Divin, M.I. Sitnov, M. Swisdak, J.F. Drake, Reconnection onset in the
magnetotail: Particle simulations with open boundary conditions, Geophys. Res.
Letters, 34 (2007).
[56] L.C. Lee, Z.F. Fu, A criterion for the transition from a single X line to a multiple
X line reconnection, J. Geophys. Res., 91 (1986), 6807-6815.
[57] T. Sato, T. Hayashi, Externally driven magnetic reconnection and a powerful
magnetic energy converter, Phys. Fluids, 22 (1979), 1189{1202.
[58] R. Samtaney, N.F. Loureiro, D.A. Uzdensky, A.A. Schekochihin, S.C. Cowley,
Formation of Plasmoid Chains in Magnetic Reconnection, Rhys. Rev. Letters,
103 (2009), 105004-1{4.
[59] 石岡 圭一, スペクトル法による数値計算入門, 東京大学出版会, 東京, 2004.
[60] FFTW Homepage, http://www.tw.org/, 2018
[61] 宮川大和, T. Rudolf,龍野智哉,簡約化MHDシミュレーションコードの自動チュー
ニング, J. Plasma and Fusion Res. 93 (2017), 271{277.
[62] 曽根 周作, 春日 貴志, 田中 元志, 井上 浩, FDTD 法における吸収境界条件に関する
一検討: 低周波近傍電磁界計算の可能性について, 電子情報通信学会技術研究報告.
EMCJ, 環境電磁工学, 100 (2000), 61{67.
[63] 洲之内 治男, 改訂関数解析入門, サイエンス社, 東京, 1999.
100
[64] G. Bertin, Eect of local current gradients on magnetic reconnection, Phys. Rev.
A, 25 (1982), 1786{1789.
[65] 森口 繁一, etc., 岩波 数学公式 I 微分積分・平面曲線, 岩波書店, 東京, 2015.
[66] F. Porcelli, D. Borgogno, F. Callifano, D. Grasso, M. Ottaviani, F. Pegoraro, Re-
cent advances in collisionless magnetic reconnection, Plasma Phys. Contr. Fusion,
44 (2002), B389{B405.
[67] H.P. Furth, J. Killeen, M.N. Rosenbluth, Finite-resistivity instabilities of a sheet
pinch, Phys. Fluids, 6 (1963), 459{484.


















龍野研究室の Tretler Rudolf 氏には，コード開発の際に様々なアドバイスをいただき
ました．ありがとうございました．そして，富田渉平氏を始めとした同学生部屋の皆様に
は多くの励ましをいただき，心の支えとなりました．本当にありがとうございました．
101
